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Introduccioén

Matematicas Esenciales para Disefio Computacional pretende servir como
introduccion a los profesionales del disefio en los conceptos matematicos basicos
que son necesarios para el desarrollo de métodos computacionales para
modelado en 3D y graficos disefiados por ordenador. Esto no quiere ser una
fuente completa y exhaustiva de informacion, sino mas bien un repaso de los
conceptos basicos mas usados.

El material esta enfocado hacia disefiadores que tienen poca o ninguna
experiencia en matematicas mas alla de la escuela secundaria. Todos los
conceptos son explicados visualmente usando Grasshopper ® (GH), el entorno de
modelado generativo para Rhinoceros ® (Rhino). Para obtener mas informacion,
vaya a www.rhino3d.com y www.grasshopper3d.com

El contenido esta dividido en tres partes. En la primera, se tratan las matematicas
vectoriales, incluyendo representacion de vectores, operaciones vectoriales y las
ecuaciones de la recta y el plano. En la segunda, se hace un repaso sobre
operaciones y transformaciones matriciales. La tercera parte incluye una revision
general de las curvas paramétricas, con especial hincapié en las curvas NURBS y
los conceptos de continuidad y curvatura, asi como una rapida revisién general de
las superficies NURBS vy polisuperficies.

Me gustaria agradecer la exhaustiva y excelente revision técnica del Dr. Greg
Arden de Robert McNeel and Associates. Sus valiosos comentarios fueron
fundamentales para producir esta segunda edicion. También quiero agradecer a la
Sra. Margaret Becker, de Robert McNeel and Associates por revisar la redaccion
técnica y el formato del documento. Por ultimo, me gustaria sefialar que el
material contenido en este libro se basa, en parte, en un taller que se celebro en la
Universidad de Texas en Arlington para el evento Tex-Fab, en Febrero de 2010.

Rajaa Issa
Robert McNeel & Associates

Traduccion al espafiol:

Jose Luis Garcia del Castillo Lépez
Fernando Garcia del Castillo Lopez

www.garciadelcastillo.es
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1 Matematicas vectoriales

Representacion de un vector

Los vectores representan un parametro que tiene “direccion” y “magnitud”, tales como
la velocidad o la fuerza. Los vectores en un sistema de coordenadas 2D se
representan con dos numeros reales de la forma:

v =<a1l, a2>

De manera similar, en un sistema de coordenadas 3D, los vectores se representan
con tres numeros reales, tal que:

v =<a1, a2, a3>

Vamos a utilizar letras minusculas en negrita para representar los vectores. Asi
mismo, los componentes de un vector se representan entre corchetes angulares. Para
los puntos se utilizan letras en mayusculas. Las coordenadas de los puntos se
representaran entre paréntesis.

Utilizando un sistema de coordenadas determinado y una coleccién de puntos origen
dentro de ese sistema, podemos representar y visualizar estos vectores dibujandolos
como el segmento de una linea. Normalmente dibujamos también la punta de una
flecha para representar la direccion de los vectores.

Por ejemplo, si tenemos un vector cuya directriz es paralela al eje x de un sistema de
coordenadas dado y una magnitud de 5.18 unidades, entonces podriamos escribir el
vector de la siguiente manera:

v =<5.18, 0, 0>
Para representar este vector, necesitamos un punto base y un sistema de
coordenadas. Por ejemplo, en la siguiente figura, todos los segmentos rojos son
representaciones iguales del mismo vector.

vig———
Vie—1

vie———

Vvie——=

i Magnitude I [ 5.1Bﬁ

Figura (1): Representacion de vectores en un sistema de coordenadas tridimensional. 1: Componente
unit x-axis (vector unitario en la direccion x) de Grasshopper. 2: Componente number slider
(deslizador numérico) de Grasshopper. 3: Componente point (punto), programado para referenciar
varios puntos en Rhino (en este caso v1, v2, v3 y v4). 4: Componente vector display
(representacion de vector) de Grasshopper.
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Dado un vector tridimensional v = < a1, a2, a3 >, todos los componentes
a1, a2 y a3 del vector son numeros reales. Ademas, TODOS los
segmentos de linea desde un punto A(x,y,z) a otro punto B(x+al, y+a2,
z+a3) son representaciones EQUIVALENTES del vector v.

Por lo tanto, ¢ como definiriamos los puntos extremos de un segmento de linea que
represente un vector dado? Definamos un punto base (P0) utilizando el componente
X,y,Z point (punto X, y, z) de Grasshopper:

PO =(1,2,3)
Y un vector, utilizando el componente xyz vector (vector xyz) de Grasshopper, el cual
necesita tres numeros reales como entrada.

v =<2,272>
El punto extremo (P1) del vector se calcula sumando los componentes
correspondientes al punto base y el vector v:

P1=(1+2, 2+2, 3+2) = (3,4,5)

La siguiente definicion representa el vector utilizando el componente vector display de
Grasshopper, y sefiala el final del vector representado que, como era de esperar,
coincide con el punto P1:

{0}
0 {3.0, 4.0, 5.0}

Figura (2): Relacion entre un vector, su punto base y el punto que coincide con la ubicacion de la flecha
final del vector

Vector de posicidon

Existe una representacion especial de vectores que utiliza el origen de coordenadas
PO (0,0,0) como punto origen de representacion del vector. El vector de posicion v =
<a1l,a2,a3> queda representado como una linea entre dos puntos PO y P1, tal que:
PO =(0,0,0)
P1 = (a1,a2,a3)
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El vector de posicion de un vector dado v = < af, a2, a3 > es una
representacion especial de dicho vector desde el punto de origen (0,0,0)
al punto (a1,a2,a3).

Es muy importante no confundir vectores con puntos cuyos componentes sean
equivalentes. Son dos conceptos muy diferentes. En la siguiente definicion de
Grasshopper, las coordenadas del punto P1 son iguales a los componentes del
vector.

F1

{0}
o {z.0, 2.0, 2.0}

Figura (3): Vector de posicion

Operaciones vectoriales

Suma de vectores

Sumamos dos vectores sumando sus componentes correspondientes. Es decir, si
tenemos dos vectores ay b, la suma a+b es un vector que se calcula de la siguiente

manera:
a=<al, a2, a3>
b = <b1, b2, b3>

a+b = <a1+b1, a2+b2, a3+b3>
Por ejemplo, si tenemos a<1, 2, 0>y b<4, 1, 4> |la suma a+b=<5, 3, 4> se muestra en
la siguiente figura:
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a<120> ath<534>

La siguiente definicion de Grasshopper muestra como crear el vector a+b sumando
los componentes correspondientes a los dos vectores ay b.
Add corresponding components of 2 vectors

Figura (4): Suma de vectores mediante la suma de sus componentes correspondientes

El vector resultante es el mismo que el obtenido utilizando el componente propio de
Grasshopper addition (suma):

6H vector addition component result

------------ . | {o}
0 {5_0,3.0,4_0}

Figura (5): Suma de vectores usando el componente vector addition (suma vectorial) de GH
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Sume dos vectores sumando sus correspondientes componentes.

La suma de vectores también es muy util para hallar la direccion media de multiples
vectores. Para estos casos, solemos utilizar vectores de la misma longitud. Este es un
ejemplo que muestra la diferencia entre emplear vectores de iguales o de diferentes
longitudes en la resultante de la suma de dichos vectores:

{0}
0|/{1.0,1.0,0.0}

{0}
0 {2.0,1.0,0.0}

Figura (6): Suma de vectores para encontrar la direccion media
Es probable que los vectores de entrada no tengan la misma longitud. Con el fin de
encontrar la direccién media, tiene que utilizar el "vector unitario” de los vectores de
entrada. Como veremos mas adelante, un vector unitario es un vector que tiene un
modulo igual a uno. He aqui un ejemplo que resuelve la suma de vectores de
diferentes longitudes para hallar la direcciéon media en Grasshopper.

v<0 4 0>
Unit Vector

Average Direction

ve3 2,2>
Unit Vector

Figura (7): Vectores unitarios para encontrar la direccion media de dos o mas vectores

Longitud del vector

Usaremos |a| para representar la longitud de un vector dado "a". El médulo o
longitud de un vector a = <a1, a2, a3> se calcula:

la| = raiz(a1? + a2? +a3?)
Este es un ejemplo de como calcular el médulo de un vector utilizando el componente
function (funcién) de Grasshopper:
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4Sqrt[a1‘ + aZf + a3f)

Figura (8): Calculo del médulo de un vector

Noétese que el componente vector de Grasshopper tiene una salida “L” que representa
el médulo del vector. Utilizando el mismo vector que en el ejemplo anterior, se dara
cuenta de que la longitud es la misma.

Figura (9): Longitud del vector como parametro del componente vector de GH.

Operaciones escalares en vectores

Dado el vector a = <a1, a2, a3>, y el factor t = a un niumero real cualquiera,
a*t = <al*t, a2*t, a3*t >
Aqui se muestra la ecuacién implementada en Grasshopper:

Vector Scalar Component v¥2=<3%2 4*2 1*2>

ve3d 41>

{o}
0 {£.0,8.0,2.0}
magnitude®™2

Figura (10): Operacion escalar de vectores

Vector unitario

Un vector unitario es un vector cuyo modulo es igual a la unidad. Los vectores
unitarios se emplean normalmente para comparar direcciones entre vectores.

Un vector se denomina vector unitario cuando su moédulo o longitud es
igual a la unidad.

Propiedades de los vectores

Los vectores tienen ocho propiedades fundamentales. Siendo a, b y ¢ vectores,y sy ¢
escalares, se tiene que:
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a+tb=b+a
at+0=a
s(atb)=sa+sb
st(a) = s(ta)
at(b+c)=(ath)+c
a+(-a)=0
(s+fla=sa+tfa
1*a=a

© N Ok WN =~

Producto escalar de vectores
El producto escalar de dos vectores se define de la siguiente manera:
Dado:

vector a = <a1t, a2, a3>

vector b = <b1, b2, b3>

a.b =a1*b1 + a2*b2 + a3*b3

En la siguiente ilustracion, mostramos como el componente dot product (producto
escalar) devuelve el mismo resultado que la ecuacion a.b:

(al*bl) + (a2*b2) + (a3*b3)

Figura (11): El producto escalar de dos vectores como la suma de la multiplicacién de los componentes
correspondientes

Grasshopper tiene un componente propio dot product como se muestra en la siguiente
ilustracion:

Figura (12): Producto escalar de dos vectores empleando el componente dot product de GH.
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Al calcular el producto escalar de dos vectores unitarios, el resultado se encuentra
siempre entre los valores -1y 1.

El producto escalar de un vector consigo mismo es el cuadrado de su médulo:
a.a=|al?

Prueba:

Sea el vector a = <a1, a2, a3>, entonces a partir de la definicion de producto escalar
de dos vectores:

a.a=al*al + a2*a2 +a3*a3
o}
a.a=al?+ a2? +a3?
Como sabemos que:
|a| = raiz(a1? + a2? +a3?)
Por lo tanto,
a.a=|al
He aqui un ejemplo en Grasshopper para demostrar esta propiedad, comparando los

resultados usando el componente dot product con la multiplicacion de la longitud del
vector por si mismo:

{0}

0/ 50.0 p

{0}
0|50.0 P

Figura (13): El producto escalar de un vector consigo mismo

Producto escalar y angulo entre dos vectores
Una propiedad importante del producto escalar de vectores es:
a.b = |a||b|cos(e), 6
cos(e) = a.b / (Jal|b]),
donde "e" es el angulo comprendido entre los vectores de posicién de ay b.

Y si los vectores a y b son unitarios, entonces podemos simplificarlo de la siguiente
manera:

cos(e) =a.b



Matematicas Esenciales para Disefio Computacional

El producto escalar de dos vectores unitarios es igual al coseno del
angulo que forman.

Prueba:

A partir de las propiedades de los
cosenos, para el triangulo ABC:

|ABJ?= |CAJ* + |CBJ? - 2|CA||CB|cos(e)
o:

|la-b[? = |a|* + [b|? - 2]a||b|cos(e) - (1)

|AB|? es igual que |a-b|?, por lo tanto,
podemos decir que:
la-b|* ={a-b) . (a-b)
=a.a-a.b-b.a+b.b
= |al® - 2a.b +b[* - (2)

de (1) & (2)
|al* - 2a.b +[b|* = |af* + |b|* -
2|al|b|cos(e)
por tanto:
2a.b = 2|a||b|cos(e)
o:
cos(e) =a.b / (|a]|b])

| Los vectores a y b son ortogonales si, y sélo si, a.b =0

Pero, ¢;cual es el producto escalar de dos vectores unitarios si son paralelos?

Lo mas practico es pensar que el producto escalar de dos vectores es el médulo de la
proyeccién de uno sobre otro.

He aqui una demostracion de este concepto utilizando Grasshopper. En la primera
figura, se calcula el producto escalar del vector unitario eje-x con un vector de entrada
"v". En la segunda figura, proyectamos el punto final del vector de posicion "v" sobre
una linea a lo largo del eje-x y calculamos la distancia desde el origen hasta ese punto
de proyeccion. Se dara cuenta de que el producto escalar y la longitud de proyeccion
son iguales.
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v=x_vector rotated by 30 degrees

dot product (vO.v1)

Figura (14): El producto escalar y el angulo entre vectores

Propiedades del producto escalar
Sia, b y c son vectores, y s es un escalar, entonces:

1. a.a=]|a|

2. a.(b+tc)=a.b+a.c
3. 0.a=0

4. a.b=b.a

5. (sa).b=s(a.b)=a.(sb)

Producto vectorial

Del producto vectorial de dos vectores tridimensionales se obtiene un tercer vector
tridimensional que es ortogonal a ambos. Dado:

a=<a1l, a2, a3>

b = <b1, b2, b3>
El producto vectorial a X b se resuelve utilizando determinantes. Aqui esta un ejemplo
rapido de como calcular un determinante. Usamos los vectores base estandar i=
<1,0,0>,j =<0,1,0> y k =<0,0,1>

10
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axb=|al a2 a3 |al a2

bi b2 b3 | b1 b2
axb =i(a2*b3) + j(a3*b1) + k(a1*b2)- k(a2*b1) - i(a3*b2) - j(a1*b3)

axb =<a2*b3 —a3*b2, a3*b1 - a1*b3, a1*b2 - a2*b1 >

Y ésta es una definicion de Grasshopper para la resolucion de productos vectoriales
utilizando estas expresiones y comparandolas con el componente cross product
(producto vectorial). Ambos procedimientos tienen el mismo resultado.

—
[y ]
£
*

-
2]
-
-
=]
*

Lo ]
]
T

(a1*b2)-{a2*b1)

{0}
0 {0.0,0.0,-27 568}

11
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Figura (16): Célculo del producto vectorial de dos vectores utilizando el componente cross product de GH

El vector a x b es ortogonal a ambos a y b

Teorema
Para cualquier par de vectores tridimensionales ay b
|a x b| = |al|b|sen(e)
Donde "e" es el angulo comprendido entre los vectores de posicion de ay b.

O si a y b son vectores unitarios, la longitud de su producto vectorial es igual al seno
del angulo entre ellos. En otras palabras:

|a x b| = sen(e)

cross product vector
= |a||blzin{angle)

T

K unit inpt vectors
=

Este es un ejemplo para calcular la longitud del producto vectorial de dos vectores

utilizando el componente cross product de GH y compararlo con el calculo mediante la

expresion anterior. Como es de esperar, ambos resultados son iguales.

12
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Figura (17): Calculo de la longitud del vector producto vectorial mediante una funcién y mediante el
componente cross product de GH

Al determinar el producto vectorial, el orden de los operandos es importante. Por
ejemplo:

a=<1,0,0>
b=<0,1,0>
axb=<0,0,1>

bxa=<0,0,-1>

Rhino sigue la regla de la mano derecha, por lo que a X b estaria dado por la regla de
la mano derecha (donde a = dedo indice, b = dedo corazoén y el resultado = pulgar).

| Los vectores a y b son paralelos si, y solo si, a xb =0 |

Propiedades del producto vectorial
Sia, b y c son vectores e s es escalar, entonces:
1. aXb=-bXa

2. (sa)Xb=s(@aXb)=aX(sh)

3. aX(b+c)=aXb+aXc

4. (a+b)Xc=aXc+bXc

5. a.(bXc)=(@aXb).c

6. aX(bXc)=(a.c)b—-(a.b)
Ejemplo

Todos los conceptos revisados hasta ahora tienen aplicacion directa en la resolucion
de problemas de geometria que se plantean en el modelado. Por ejemplo, dado un
punto y una superficie, ¢ cémo podemos determinar si el punto esta al frente o tras esa
superficie?

Estos son los pasos a seguir para resolver el problema:

13
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3-Define vector from 4- compare vector with

1-Define surface and point  2-Pull point to surface
pulled paint to point suface normal direction

Y aqui se muestra una solucién en Grasshopper siguiendo los mismos pasos. Nétese
que, en este caso, que el producto escalar sea mayor que 0 implica que el punto esta
al frente de la superficie. Si el producto escalar fuera menor que 0, entonces el punto

estaria en la parte posterior.

Figura (18): Busqueda de la localizaciéon de un punto relativa a las caras delantera y trasera de la
superficie

Ecuacion vectorial de la recta
La ecuacion vectorial de la recta se utiliza en aplicaciones de modelado 3D y graficos
por ordenador. A continuacion se expone una descripcion de dicha ecuacion y sus

aplicaciones.

14
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En la figura:

L =linea
v = direccion de la linea
PO = posicidn de la linea
r=r0o+a --—-(1)
a=t*v --—-(2)

Por lo tanto, a partirde 1y 2:
r=r0+ t*v --- (3)

También podemos expresar (3) asi:
<x,y,z> = <x0,y0,z0> + <fa, tb, fc>
<X,y,z> = <x0+ta, y0+tb, z0+ic>

Por tanto:
x=x0+ fa
y=y0+tb
z=2z0+1tc
Que es lo mismo que:
P=P0+tv
Esta seria una definicion de Grasshopper para obtener cualquier punto sobre una
recta:

Pex,y.z>

V<al, a2,a3>

@
- 2000

Figura (19): Busqueda de puntos sobre una linea
Ejemplo

En la figura siguiente, dados los puntos PO y P1, encuentre el punto medio P.

F1
FO

[

15



Matematicas Esenciales para Disefio Computacional

Tenga en cuenta que:

a es el vector de posicion para el punto PO

b es el vector de posicion para el punto P1

v es el vector que une POy P1
De las propiedades de la suma de vectores se obtiene que:

a+v=Db,0

v=Db-a
En cualquier caso, la ecuacion de la recta es: P = PO + t*V, y dado que =0.5 y
v=Db-a (segun lo anterior), podemos decir que:

P =PO0 + 0.5(b-a)

Utilice la ecuacién anterior para crear una definicion de Grasshopper, tal que:

4.1 + t*(b-a)

a<33,38,0>

{0}
0 {81.5, &4, 0}

Figura (20): Busqueda del punto medio entre dos puntos dados

En general, usted puede encontrar cualquier punto entre PO y P1, cambiando el valor
detentreOy1.

Ecuacion vectorial del plano
En la imagen adjunta:

PO(x0,y0,z0 ) = un punto dado sobre el

n<=ghc=
plano 4
ro<x0,y0,z0> = el vector de posicién de PO
n<a,b,c> = vector normal al plano PUYD o
P(x,y,z = punt Iquier: | plan A
(x,y,2) punto cualqu .e .a} del plano 7 ~ £ 000 209
r<x,y,z> = vector de posicion de P r/ -
Iy o
Ya que el producto escalar de dos vectores /;;_,f-" 0
ortogonales es cero, entonces: :
Vy
n.(r-r0)=0 Iy
¥

O podemos expresarlo de la siguiente manera:
<a,b,c>.<x-x0,y-y0,z-z0>=0

Resolviendo el producto escalar obtenemos la
ecuacion escalar del plano:

a(x-x0) + b(y-y0) + ¢(z-z0) =0

16
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Ejemplo

¢, Como podemos determinar el plano que pasa por tres puntos dados, utilizando un
punto origen y un vector normal a dicho plano?

Para hallar un plano, necesitamos un punto origen y un vector normal al mismo.
Tenemos un punto origen, que podria ser cualquiera de los tres puntos, por tanto
¢,como determinamos dicha normal?

Sabemos que el producto vectorial de dos vectores es un tercer vector perpendicular
a ambos. Este podria ser el vector normal. Por tanto, asi es como podriamos resolver
este problema con Grasshopper:

A(33,38,00

Figura (21): Busqueda del plano que pasa por tres puntos

17
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2 Matrices y transformaciones

Introduccion

Aunque los disefiadores no tengan que utilizar las matrices matematicas directamente
en el disefilo computacional, el conocimiento de sus fundamentos es muy util para
apreciar lo que esta sucediendo en segundo plano. Las matrices de transformacion
son las responsables de mover, rotar, proyectar y escalar objetos. Las matrices se
utilizan también para las transformaciones entre sistemas de coordenadas, por
ejemplo, de las coordenadas universales en 3D al sistema de coordenadas de la
pantalla en 2D.

Podemos definir la transformacion como una funcién que toma un punto (o un vector)
y referencia ese punto a otro punto (o vector). ; Qué es una matriz y por qué la
necesitamos para las transformaciones?

Una matriz es una serie rectangular de numeros. Las dimensiones de una matriz son
m-por-n donde:

m: numero de filas
n: numero de columnas

Asi que si tenemos una matriz M con dos filas y tres columnas, expresamos la
dimension de la matriz de la siguiente manera:

dim(M) = [2,3]
Las matrices han demostrado ser muy utiles para la representacion de las
transformaciones. Con esta representacion se pueden realizar multiples
transformaciones muy rapidamente. La clave es encontrar un formato que pueda
representar a TODAS las transformaciones tales como traslacion (mover), rotacion y
escala.

Multiplicacion de matrices

La multiplicacién de matrices se utiliza para aplicar transformaciones a la geometria.
Una serie de matrices de transformacién se multiplicaran primero para obtener una
matriz de transformacion final que, a su vez, es utilizada para la transformacioén de la
geometria. La multiplicacion de matrices es una de las operaciones de uso mas
frecuente de las matrices, por lo que es conveniente explicarlas.

Para multiplicar dos matrices, éstas tienen que coincidir. En otras palabras, el nimero
de columnas de la primera matriz debe ser igual al numero de filas de la segunda
matriz. El tamafio de la matriz resultante es igual al numero de filas de la primera
matriz y el nimero de columnas de la segunda matriz. Por ejemplo, si tenemos dos
matrices, M1y M2, con una dimension igual a [2x4] y [4x5] respectivamente, entonces
la matriz multiplicada resultante de M1.M2 tendria una dimension igual a [2x5] como
se muestra:
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+ + +
+ + + +
+ + +

+
I 1|+ + + + 4
12 3 4 +_++R2|3++
+ + 4+

dim{M1) =[2x4] dim{M2) =[4x5] dim({M1.M2) =[2x5]
R:zz=1"a+2'b+ 3*c+4*d

n oo oo

Estos son los pasos generales para multiplicar dos matrices:

1. Asegurarse de que coincidan.
Esto es, dadas dos matrices de tamafio dim(M;)=[axb], dim(M,)=[cxd], b debe
serigual ac.

2. Hallar la suma de la multiplicacion de los puntos correspondientes de la
primera fila de la matriz de la izquierda con la primera columna de la matriz de
la derecha para obtener el elemento en el indice (1,1) de la matriz resultante.

3. Repita el paso 2 para obtener todos los elementos de la matriz resultante.
Por ejemplo, la suma de la multiplicacién de la tercera fila de la matriz de la
izquierda con la segunda columna de la derecha para obtener el elemento en
el indice (3,2) de la matriz resultante.

Una matriz especial es la matriz identidad. La principal propiedad de esta matriz es
que si se multiplica por cualquier otra matriz, no cambia sus valores como a
continuacion:

1000 2 1*2+0*3+0*1+0*1 2
0100 3 = 0*2+1*3+0*1+0*1 = |3
0010 1 0*2+0*3+1*1+0*1 1
0 0O01 1 0*2+0*3+0*1+1*1 1

Transformaciones afines

En esta seccién, vamos a explicar un tipo de transformacion especial, pero muy
comun, llamada transformacion afin. Cuando se aplican las transformaciones afines a
la geometria tienen la propiedad de conservar las relaciones de paralelismo entre
lineas, pero no la longitud o los angulos. La traslacion (mover), la rotacion, la escala y
el sesgado son transformaciones afines.

Traslacion (mover)

Mover un punto desde una posicidn de partida a lo largo de un vector determinado se
calcula de la siguiente manera:

P=P+V

19



Matematicas Esenciales para Disefio Computacional

Supongamos que:

P(x,y,z) es un punto dado
v<a,b,c> es un vector de traslacion <
dado
luego:
P'(x)=x+a
P'(Y) =y +b V<ghce=
P'(z)y=z+c P (xy.Z)

PI

Representamos un punto tridimensional como una columna de matriz 4x1 con un 1 en
la ultima fila. Este "truco" nos permite representar la traslacion, y de hecho, cualquier
transformacion afin, con la multiplicaciéon de matrices.
El formato general para una matriz de traslacion es:

10 0 a1

010 a2

0 01 a3
0 00 1

Por ejemplo, para mover el punto P(2,3,1) por el vector v(2,2,2), la ubicacién del
nuevo punto es:

P =P+V=(2+2, 3+2,1+2) = (4, 5, 3)
Si empleamos las matrices y multiplicamos la matriz de traslacion por el punto de
entrada, entonces obtendremos la nueva localizacion del punto, tal que:

100 2 2 1*2+0*3+0*1+2*1 4

010 2 3 = 0*2+1*3+0*1+2*1 = 5

0012 1 0*2+0*3+1*1+2*1 3

0O 0 01 1 0*2+0*3+0*1+1*1 1
Rotacion

Este ejemplo muestra cdmo calcular la rotacion alrededor del eje z y el punto base
usando la trigonometria, y luego deducir el formato general de la matriz de rotacion.

Tomemos un punto P (x, y) en el plano x, y y girémoslo un angulo (b). Del resultado,
podemos deducir lo siguiente:
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x =dcos(a) ---(1) y
y=dsen(a) --(2) oo
x'=d cos(b+a) ---(3) P'xy)
y'-dsen(b+a) --(4) d
Podemos expandir (3) y (4) utilizando las
identidades trigonométricas del seno y el b P (x.)
coseno de la suma de angulos: '
x' =d cos(a)cos(b) - d sen(a)sen(b) ---(5) a x

y' =d cos(a)sen(b) + d sen(a)cos(b) ---(6)
Usando la ecuacion 1y 2:

X' = x cos(b) - y sen(b)

y' = x sen(b) +y cos(b)

Usando un sistema de coordenadas homogéneo, la matriz de rotacion alrededor del

eje z seria asi:

cos(b) -sen(b) 0 O

sen(b) cos(b) 0 O
0 0 1 0
0 0 0 1

La matriz de rotacion alrededor del eje x por el angulo b:

1 0 0 0
0 cos(b) -sen(b) 0
0 sen(b) cos(b) O
0 0 0 1

La matriz de rotacion alrededor del eje y por el angulo b:
cos(b) 0O sen(b) O

0 1 0 0
-sen(b) 0 cos(b) O
0 0 0 1

OpenNURBS ™, |a biblioteca de geometria de Rhino (http://www.openNURBS.org),
contiene una clase llamada OnXform que se ocupa de las transformaciones.
Almacena matrices de transformacion y realiza operaciones con matrices. La siguiente
imagen es un ejemplo de como girar un objeto y examinar los valores OnXform de la
matriz para comparar con el formato general de la matriz de rotacion. Puede utilizar el
mismo principio para examinar otras transformaciones.
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He aqui una definicion de Grasshopper para la rotaciéon de geometria y el resultado de
los valores de la matriz para comparar con la forma de la matriz general:
| {070} Gotation by z-axis by &

.50 -0.87 0.00 0.00 | [-——-=======--==—--—--—-

_&7 0_50 0.00 0.00 cos(k =in(R) O o
-gin(k) cos(R) 0 8]
1 0
0 1

.00 ©.00 1.00 0.00 5 5
.00 ©.00 0.00 1.00 0 o

[l R e e |

Figura (22): Rotacion de geometria y matriz de transformacion

Escalado
Sabemos que:

P' = Factor escalar(S) * P
é.

P'x =S, * P.x Se= 0.5
Py=S,*P.y g; gg
P'z=S,*P.z '

Este es el formato de la matriz de escalado.

S, 0 00
0 S, 00
0 0S,0
0 0 0 1
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Sesgado

El sesgado en tres dimensiones se mide a lo largo de un par de ejes en relacion con
el tercero. Por ejemplo, el sesgado en el eje z no va a cambiar la geometria a lo largo
de ese gje, sino que altera los valores en x e y.

1- El sesgado en x y z, manteniendo la coordenada y fija:

Shear x-axis Shear z-axis

{0:0}
1.00 0.00 0.00
Q.00 1.00 0.00 0.00
0.00 0.00 1.00 0.00
Q.00 0.00 0.00 1.00

{0:0}
1.00 0.00 O.00 Q.00
0.00 1.00 O.00 Q.00

0.0o0 1.00 0.00

0.00 0.00 D.00 1.00

[ R
[ R

2- El sesgado en y y z, manteniendo la coordenada x fija:

Shear y-axiz Shear z-axiz

{0;0}
O 1.00 0.00 0.00 0.00
1 1.00 0.00 0.00
Z 0.00 0.00 1.00 0.00
2 0.00 0.00 0.00 1.00

{0;0}
1.00 0.00 0.00 0.00
0.00 1.00 0.00 0.00
0.00 1.00 0.00

0.00 O.00 0.00 1.00

Wk O

3- El sesgado en x e y, manteniendo la coordenada z fija:

Shear x-axis Shear y-axis

{0;0}
1.00 0.00 0.00
0.00 1.00 0.00 0.00
0.00 0.00 1.00 0.00
0.00 0.00 0.00 1.00

{0;0}
1.00 0.00 0.00 0.00
0.00 1.00 0.00
0.00 0.00 1.00 0.00
0.00 0.00 0.00 1.00

[ R
[ R

He aqui una definicion de GH para cambiar diferentes valores en la matriz de
transformacion:

{0:0}
1.00 .00 000 O_00
0.00 1.00 O.00 O.00
o_00 O.00 1.00 O_00
o_00 .00 000 1.00

Ly Rl O

Figura (23): Matriz de sesgado
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Proyeccién plana

Intuitivamente, la proyeccion de un punto dado en el espacio P(x,y,z) sobre el plano xy

global es igual a P,(x,y,0). De forma similar, la proyeccion de un punto P en el plano
xz es P,,(x,0,z). Estas proyecciones se denominan proyecciones ortogonales’.

Asi que si tenemos una curva de partida y aplicamos una proyeccioén plana,
obtendremos una curva proyectada sobre ese plano. A continuacion se muestra un

ejemplo de la curva proyectada sobre plano xy con el formato matriz. Tenga en cuenta

que las curvas NURBS (explicadas en el capitulo siguiente) utilizan los puntos de

control para definir curvas. La proyeccion de una curva pasa por la proyeccion de sus

puntos de control.

xy projection

1.00 0.00 0.00 0.00
1 0,00 1.00 0.00 D.00
d 0.00 0.00[0.00]0.00
3 0.00 0.00 0.00 1.00
*Z projection
1.00 0.00 0.00 0.00
1| 0.00[0.00 0.00 ©.00
¢ 0.00 0.00 1.00 0.00
0,00 0,00 0.00 1.00
wZ projection
u.uu .00 0.00
1 0,00 1.00 0.00 0,00
d 0D.00 0.00 1.00 0.00
0.00 0,00 0.00 1.00

' Para mas informacién, consulte: http:/en.wikipedia.org/wiki/Projection (linear algebra)
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3 Curvas y superficies paramétricas

Introduccion

Las curvas paramétricas son una forma muy compacta e intuitiva de representar curvas
suaves. También son muy faciles de modificar comparadas con otros formatos de
representacion. Por ejemplo, las polilineas utilizan una discretizacion aproximada de primer
grado, y por lo tanto, emplean una gran cantidad de puntos para almacenar una curva que
deberia ser suave. Ademas, la manipulacién de la curva se convierte en tediosa,
especialmente si es necesario mantener la suavidad de la curva. Cuanto mas precisa es la
curva, mas pesado se convierte el almacenamiento de la curva y mas complicada resulta su
edicion.

Una curva paramétrica es una funcién de un parametro v J—
(normalmente denominado t)2 sobre un dominio e {
(normalmente entre 0 y 1). Considere por ejemplo el camino ™,
trazado por un caminante. El dominio es el tiempo b
transcurrido entre el comienzo y el final del viaje. La ’ k
representacion paramétrica da al caminante su posicion L i
exacta en cualquier instante, ademas de los lugares por los “u,\ —
que ya ha pasado. . ﬁt_a% tE”fj

Tomemos por ejemplo un circulo. Recuerde que la ecuacion del circulo es:
X+y'=r
La ecuacion paramétrica del circulo se define utilizando el parametro “f’ asi:
X =r cos(f)
y =r sen(f)
Para demostrar que ambas representan la misma curva, podemos obtener la ecuacion original
desde la paramétrica, tal que:

x/r = cos(t)

y/r = sen(f)
Y ya que:

cos(t)’ + sen(t)’ = 1 (identidad de Pitagoras)
Por lo tanto:

I+ (yIrP=1,0x+y* =1

Curvas cubicas

Las curvas de Hermite® y Bézier* son dos ejemplos de curvas cubicas determinadas por cuatro
parametros. Una curva de Hermite viene determinada por sus dos puntos extremos y dos
vectores de direccion tangentes a estos puntos, mientras que una curva de Bézier la definen
cuatro puntos. A pesar de ser diferentes matematicamente, comparten caracteristicas y
limitaciones similares.

2 Para mas informacion, consulte: http://en.wikipedia.org/wiki/Parametric_equation
® Para mas informacion, consulte: http://en.wikipedia.org/wiki/Cubic Hermite spline
* Para mas informacion, consulte: http://en.wikipedia.org/wiki/B%C3%A9zier curve
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Pl P2
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RO
R1

PO b PO
P3 P3

Hermite Curve Bezier Curve

En la mayoria de los casos, las curvas estan compuestas por multitud de segmentos. Esto
requiere lo que se denomina curvas cubicas segmentadas. Aqui se muestra una figura de una
curva de Bézier que utiliza 10 puntos de almacenamiento para crear una curva de tres
segmentos. Nétese que, aunque la Ultima curva esta unida, no se ve suave.

share L share
X/; rmj T\J
A
1 : a
4 T :
10
2 3 B
a a 9

Aunque las curvas Hermite emplean la misma cantidad de parametros que las de Bézier (4

para definir la curva), tenemos informacién adicional de la tangente que se puede compartir

con el siguiente tramo para crear una curva de apariencia mas suave con menos informacion:
share

share H‘L\?‘

4
K]
7 T
Para obtener curvas mas suaves y continuas, hay una representacion de curvas muy potente
denominada Non Uniform Rational B-Sp/ine5 (NURBS). Los segmentos comparten mas puntos
de control para conseguir mas suavidad con menos informacion:

° Para mas informacion, consulte: http://en.wikipedia.org/wiki/Non-uniform _rational B-spline
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g &
a 5
2

Las curvas y superficies NURBS son la representacion matematica utilizada por Rhino para
representar geometria. Las caracteristicas y los componentes de las curvas NURBS se
trataran en detalle a lo largo de este capitulo.

Pero, ;,como es la ecuacion paramétrica de una curva cubica? Probablemente no tenga que
utilizar estas ecuaciones para su trabajo, pero pensé que seria util incluir la formulacién
genérica para tener una referencia.

La ecuacién paramétrica de un segmento de curva cubica:
Q) =] x(t)
y(t)
z(f)
Toma la forma:
X(t) = agt® + byf® + cyt + dy
y(t) = a,f + b +c,t +d,
z(t) = a,> + b,ff +c,t+d,
Podemos reescribir la ecuacion Q(f) tal que:

Qt)=C.T
Donde T es:
T=[¢
f
t

1
Y C es la matriz de coeficientes:
C=[ax by c, dy
ay by ¢, dy
a; b, ¢, d;

Podemos verificar rapidamente que se puede obtener la forma original de la ecuacion de la
curva empleando la multiplicaciéon de matrices:

Q)=C. T = |ax by ¢ dy t3 = axt3 + bxtz ted+de | = x(0)
a, b, ¢, d, .| af +bf+ct+d, | =| yt)
, b, ¢, d, t at +bf+ct+d, | =| z(t)

1

Continuidad geométrica

La continuidad geométrica es un concepto importante en el modelado en 3D. La continuidad es
importante a la hora de conseguir suavidad visual o para obtener flujos de luz y aire suaves. La
siguiente tabla muestra varias continuidades y sus definiciones:
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G1 (Cont. de tangencia)
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Dos segmentos de curva unidos

La direccion de la tangente en los puntos de unién es la
misma para ambos segmentos de curva

Las curvaturas y las tangentes coinciden para los
segmentos de curva y los puntos extremos comunes

Las curvas coinciden en un orden mayor

El siguiente ejemplo compara la continuidad de curvatura entre las curvas “a” de un lado y “b”,
“c”, y “d” del otro. Los componentes de GH calculan el vector tangente a cada curva en el
punto Py la longitud de dicho vector. Esto es:

A = Vector tangente en el punto de union

L = Médulo del vector
A

B

A and B are GO continuous

A

c

And C are G1 continuous

A

D

A and D are G2 continuous

Tangent Vector

{o}
0 {-0.1%&,0.%81,0.0}

Curvature Vector

{0}
0 {-0.053,-0.011, 0.0}

Tangent Vector

{0}
0 {-0.386,0.164,0.0}

P

Curvature Vector

{0}
0 {-0.00%,-0.035,0.0}

L4

Tangent Vector

{0}
[0.1%¢,-0.%81,0.0}

Curvature Vector

aley

{0}
0 {-0.325,-0.065,0.0}

=]

G
& K
t c

Tangent Vector

{o}
0 {0.156,-0.981,0.0}

Curvature Vector

{2}
0 {-0.0%53,-0.011,0.0}

Figura (24): Examen de la continuidad de las curvas

Nétese que:

Las curvas A y B tienen continuidad GO (vector tangente diferente en la unién)
Las curvas A y C tienen continuidad G1 (el mismo vector tangente en la union)
Las curvas A y D tienen continuidad G2 (G1 y la curvatura coinciden en la union)
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Curvatura

La curvatura es un concepto ampliamente empleado en el modelado de curvas y superficies
3D. La curvatura se define como el cambio en la inclinacion de la tangente de una curva por
unidad de longitud de arco. Para un circulo o una esfera, es la inversa del radio.

Dado un punto cualquiera sobre una curva en un plano, la linea que mejor se aproxima a esta
curva tocandola en dicho punto es la linea tangente. También puede hallarse el circulo que
mejor se aproxima y que pasa por este punto, siendo tangente a la curva. La inversa del radio
de este circulo es la curvatura de la curva en dicho punto.

El circulo que mejor se aproxima a la curva puede quedar a la izquierda o a la derecha de la
misma. Teniendo esto en mente, podemos establecer una convencidon como, por ejemplo, la
denominacién de curvatura positiva si el circulo queda a la izquierda y negativa si queda a la
derecha de la curva. Esto se conoce como curvatura sefializada.

El valor de la curvatura para un conjunto de curvas unidas es indicativo de la continuidad entre
esas curvas, tal y como se muestra en la siguiente ilustracion.

G0 G1

&2

Curvature graph for joined curves with GO, G1 and G2 continuity

En superficies, la curvatura normal es una generalizacién de la curvatura de una superficie.
Dado un punto en la superficie y una direccién contenida en el plano tangente a la superficie
por dicho punto, la curvatura normal de la seccion se halla mediante la interseccién de la
superficie con el plano formado por el punto, la normal a la superficie por dicho punto y la
direccion anterior. La curvatura normal de la seccion es la curvatura sefalizada de esta curva
en el punto dado.

Si tenemos en cuenta todas las direcciones en el plano tangente a la superficie por nuestro
punto y calculamos la curvatura normal en todas estas direcciones, entonces habra un valor
maximo y minimo.

Curvaturas principales

Las curvaturas principales de una superficie en un punto son la minima y la maxima de las
curvaturas normales en dicho punto. Las curvaturas principales se utilizan para calcular las
curvaturas Gaussiana y media de la superficie.

Curvatura Gaussiana

La curvatura Gaussiana de una superficie en un punto es el producto de las curvaturas
principales de dicho punto. El plano tangente de cualquier punto con curvatura Gaussiana
positiva toca la superficie localmente en un sélo punto, mientras que el plano tangente de
cualquier punto con curvatura Gaussiana negativa corta la superficie.
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A B c

A: Curvatura positiva cuando la superficie es concava
B: Curvatura negativa cuando la superficie tiene forma de silla de montar

C: Curvatura cero cuando la superficie es plana en al menos una direccién (plano, cilindro,
etc.)

Curvatura media

La curvatura media de una superficie en un punto dado es la media de la suma de las
curvaturas principales en dicho punto. Cualquier punto con curvatura media igual a cero tiene
curvatura Gaussiana igual a cero o negativa.

Las superficies con curvatura media igual a cero en toda su superficie se denominan
superficies minimas. Las superficies con curvatura media constante en toda su superficie se
suelen denominar superficies de curvatura media constante (CMC).

Los procesos fisicos que se pueden modelar con superficies CMC incluyen la formacion de
burbujas de jabdn, tanto libres como adheridas a objetos. Una burbuja de jabdn, al contrario
que una lamina simple de jabdn, delimita un volumen y se mantiene en equilibrio gracias a que
la presion ligeramente mayor de su interior se equilibra con las fuerzas que tienden a minimizar
el area de la burbuja misma.

Las superficies minimas son una subcategoria de las superficies CMC, donde la curvatura
constante es igual a cero.

Los procesos fisicos que se pueden modelar con superficies minimas incluyen la formacion de
peliculas de jabdn entre bordes de objetos, como por ejemplo anillos de alambre. Las peliculas
de jabon no se distorsionan por la presion del aire (que es igual en ambas caras) y tienen
libertad para minimizar su area. Esto contrasta con las burbujas de jabén, que encierran una
cantidad constante de aire y soportan presiones de aire diferentes en el exterior del interior. La
curvatura media es util para encontrar areas con saltos bruscos en la curvatura de la
superficie.
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Algoritmos para la evaluacion de curvas parametricas

Algoritmo de De Casteljau® para evaluar curvas clbicas de Bézier

Denominado gracias a su inventor, Paul De Casteljau, este algoritmo evalua las curvas de
Bézier utilizando un método iterativo.

Vamos a mostrar el algoritmo para hallar cualquier punto sobre la curva en el parametro t con
el algoritmo de De Casteljau utilizando Grasshopper. Necesitaremos los siguientes datos:
4 puntos A,B,C, D
t, que es el parametro de la curva en el
dominio (0-1)
Resultados:

Punto sobre la curva en el parametro t
Pasos de la solucion:

1. Encontrar el punto M, parametro t de AB
Encontrar el punto N, parametro t de BC
Encontrar el punto O, parametro t de CD
Encontrar el punto P, parametro t de MN
Encontrar el punto Q, parametro t de NO
Encontrar el punto R, parametro t de PQ

IR

A(-T7,-4.0)

Figura (25): Creacion de curva de Bézier en GH

Esta es la definiciéon de Grasshopper para evaluar un parametro sobre una curva de Bézier
utilizando el algoritmo de De Casteljau. Notese que se puede variar el valor de t de 0 a 1 para
hallar puntos entre el inicio y el final de la curva.

® Mas informacion sobre el algoritmo de De Casteljau en:
http://en.wikipedia.org/wiki/De Casteljau%27s _algorithm
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A+ **{B‘A} A+ f-{B-A]

Figura (26): Evaluacién de puntos en una curva de Bézier empleando el algoritmo de De Castejau

Algoritmo de De Boor’ para evaluar curvas NURBS

El algoritmo de De Boor es una generalizacion del algoritmo de De Casteljau para curvas de
Bézier. Es estable numéricamente y su uso esta muy extendido para evaluar puntos en curvas
NURBS dentro de las aplicaciones 3D. Aqui se muestra un ejemEIo para evaluar un punto en
una curva NURBS de grado 3 utilizando el algoritmo de De Boor".

Datos de entrada: P3

7 puntos de control de Pg a Pg

Vectores nodales:

u0=0.0

u1=0.0

u2=0.0

u3=0.25
ud=0.5

u5=0.75 ps
u6=1.0

u7=1.0

ug=1.0

Resultado:

Punto de la curva que se
encuentra en u=0.4

Pasos de la solucion:

" Mas detalle sobre el algoritmo de De Boor en http://en.wikipedia.org/wiki/De Boor's algorithm

®La descripcion general del algoritmo y los detalles de este ejemplo pueden consultarse en:
http://www.cs.mtu.edu/~shene/COURSES/cs3621/NOTES/spline/de-Boor.html
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1. Calcular los coeficientes de la -
primera iteracion:

Ac=(Uu-uq)/(u3—uy)=0.8

Bc = (u—uy)/ (uzsz—uy) =0.53

Cc=(u—-us)/(uzgiz—uz)=0.2

2. Calcular los puntos utilizando
datos de los coeficientes:

A= 02P1 + 08P2

B =0.47 P, + 0.53 P;

Cc=0.38 P3 +0.2 P4

_Co.ep3-0.2p4

P4

7 B + P
p2 0.47P2+0.53P3

P1 -

3. Calcular los coeficientes de la
segunda iteracion:

Dc = (u—uy) / (Uz+31 —Up) = 0.8
Ec=(u—-us)/(Usz1—Uu3) =03

4. Calcular los puntos utilizando
datos de los coeficientes:

D =0.2A+0.8B
E=0.7B + 0.3C

D 0.78+0.3¢
0.2A+0,88

5. Calcular el ultimo coeficiente:
Fc = (U - U3)/ (U3+3.2 - U3) =0.6

6. Encontrar el punto de la curva
en el parametro u=0.4

F=0.4D + 0.6E

Esta es la definicion de Grasshopper para evaluar el parametro u=0.4 de una curva NURBS
utilizando el algoritmo de De Boor.

Pi
A=0.2"P1+ 0.8*P2

‘

b=0.2%A + 0 8*B

[

:

.53*P3

P3

(%]
1]
o
%
-
W
+
e
™
L3
o
E

P4

‘

Figura (27): Evaluacion de un punto sobre una curva NURBS utilizando el algoritmo de De Boor
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Curvas NURBS

NURBS es un método exacto de representacion matematica de curvas y superficies muy
intuitivo a la hora de manipularlo.

Existen multitud de libros y referencias para aquellos interesados en investigar mas en
profundidad sobre NURBS (http://en.wikipedia.org/wiki/NURBS). Para utilizar un modelador
NURBS mas eficientemente, es necesaria una comprensién basica del concepto.

Una curva NURBS viene definida por cuatro propiedades: grado, puntos de control, nodos y
reglas de evaluacion:

Grado

El grado es un numero entero positivo. Rhino permite trabajar con cualquier grado empezando
por el 1. El grado 5 es de uso comun, pero nimeros por encima de 5 carecen de utilidad en el
mundo real. Aqui se muestran algunos ejemplos de curvas con sus grados:

Las lineas y las polilineas son curvas
NURBS de grado 1.

Orden = 2 (orden = grado + 1)

Los circulos y las elipses son e

ejemplos de curvas NURBS de grado = :
2.

También son curvas racionales o no-
uniformes.

Orden =3

Las curvas de forma libre suelen
representarse como curvas NURBS de
grado 3.

Orden =4

Puntos de control

Los puntos de control de una curva NURBS son una lista de al menos (grado+1) puntos. La
manera mas comun de modificar la forma de una curva NURBS es moviendo sus puntos de
control.

Los puntos de control llevan asociado un numero llamado peso. Con algunas excepciones, los
pesos suelen ser numero positivos. Cuando todos los puntos de control de una curva poseen
el mismo peso (normalmente 1), la curva se denomina no racional. Mostraremos un ejemplo de
cémo alterar el peso de los puntos de control interactivamente con Grasshopper.

Nodos y vectores nodales

Cada curva NURBS tiene una lista de niumeros asociados a ella denominados vectores
nodales. Los nodos son algo mas dificiles de comprender y manejar, pero afortunadamente
existen multitud de funciones SDK que haran el trabajo por nosotros. En cualquier caso,
existen algunos conceptos que nos seran de utilidad sobre los vectores nodales.
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Los nodos son valores de un parametro

Los nodos son una lista no decreciente de valores de parametros. Existen ‘el grado de la
curva menos 1’ mas nodos que puntos de control. Normalmente, para curvas no periddicas,
tantos nodos como el primer grado son iguales y tantos nodos como el ultimo grado son
también iguales. El dominio de la curva se encuentra entre estos valores de los nodos
extremos.

Multiplicidad de nodos

La multiplicidad de un nodo es el nimero de veces que se encuentra en la lista de vectores
nodales. La multiplicidad de un nodo no puede ser mayor que el grado de la curva. La
multiplicidad nodal se utiliza para controlar la continuidad en el correspondiente punto de la
curva.

Nodo de multiplicidad completa

Un nodo de multiplicidad completa tiene multiplicidad igual al grado de la curva. En un punto
de multiplicidad completa existe un punto de control que le corresponde, y la curva pasa por
este punto.

Por ejemplo, las curvas ancladas tienen nodos de multiplicidad completa en los extremos de
la curva. Esta es la razén por la que los puntos de control extremos coinciden con los
puntos extremos de la curva. Un punto interior con multiplicidad genera un pico en la curva
en el punto correspondiente.

Nodo simple
Un nodo cuyo valor aparece sélo una vez.

Vector nodal uniforme
Un vector nodal uniforme satisface dos condiciones:
1. El ndmero de nodos es igual al numero de puntos de control + grado — 1.

2. Los nodos comienzan con un nodo de multiplicidad completa, seguido de nodos
simples y terminan en otro nodo de multiplicidad completa. Los valores son
crecientes a intervalos regulares. Esto es tipico de las curvas ancladas. Las curvas
periddicas funcionan de manera diferente, como veremos mas adelante.

Aqui tenemos dos curvas con puntos de control idénticos pero vectores nodales diferentes:

Grado = 3 e B
Numero de puntos de control =7 )
Vector nodal = (0,0,0,1,2,3,5,5,5)

Grado =3

Numero de puntos de control =7

Vector nodal = (0,0,0,1,1,1,4,4,4)

Nota: un nodo con multiplicidad completa en el
centro crea un pico y obliga a la curva a pasar
por el punto de control asociado.

Regla de evaluacioén

La regla de evaluacion utiliza una féormula matematica que toma un nimero y le asigna un
punto. En la férmula estan involucrados el grado, los puntos de control y los nodos.
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Empleando esta formula, las funciones SDK pueden tomar un parametro de la curva y producir
el punto correspondiente de esa curva. El parametro es un nimero contenido dentro del
dominio de la curva. Los dominios son normalmente crecientes y consisten en dos nimeros:
parametro minimo del dominio (m_t(0)) que suele ser el principio de la curva y el maximo
(m_t(1)) al final de la curva.

Caracteristicas de las curvas NURBS
Para generar una curva NURBS, necesitara la siguiente informacion:
e Dimension, normalmente 3.
e Grado (algunas veces se utiliza el “orden” que es el grado + 1)
e Puntos de control (una familia de puntos)
e Vectores nodales (una familia de nimeros)

e Especificar si la curva es racional (se explicara la nocién de la racionalidad de una
curva en el apartado de las potencias)

Utilizando un modelador en 3D, normalmente necesitara especificar el grado de la curva y los
puntos de control. El resto de la informacién necesaria para construir la curva NURBS se
generara automaticamente. Si se hace que el ultimo punto coincida con el primero, lo usual
sera crear una curva cerrada periédica y suavizada. En la siguiente figura se muestran una
curva abierta (anclada), una curva cerrada no periédica y una curva cerrada periddica.
Hablaremos sobre las curvas periédicas vs. ancladas en la proxima seccion.

Curva abierta de grado 1.

Nétese que la curva pasa por todos los puntos
de control.

Curva abierta de grado 3. a

Ambos extremos de la curva coinciden con los
puntos de control extremos.

Curva cerrada (no periddica) de grado 3.

Los puntos inicial y final se superponen sobre
un punto de control.
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Al mover el punto de control de una curva no
perédica se produce un pico y la curva no
parece suavizada

Curva periddica cerrada de grado 3.

Nétese que el punto inicial/final de la curva no
pasa por un punto de control. Este punto se o
denomina “cierre”. Esta representado en rojo en ’
la figura adjunta.

Mover los puntos de control de la curva oo
periddica no afecta a la suavidad de la misma ni :
produce ningun pico.
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Curvas NURBS ancladas vs. periddicas

Las curvas ancladas son curvas (normalmente abiertas) cuyos extremos coinciden con los
puntos de control extremos. Las curvas periddicas son curvas cerradas suavizadas. La mejor
manera de comprender la diferencia entre ambas es comparando sus puntos de control.

El siguiente componente crea una curva NURBS anclada y muestra los puntos de control y
vectores nodales:

0. {0.0, 0.0, 0.0}
1. {10.0, 0.0, 0.0}
2. {10.0, 10.0, 0.0}

3. {0.0, 10.0, 0.0} )
0. 0.0
out 1. 0.0
CVPoints ‘ ; i ig
c 5 10

Figura (28): Analisis de curvas NURBS ancladas

Y aqui tenemos la curva periddica utilizando los mismos datos de entrada (puntos de control y
grado de la curva):

0. {0.0, 0.0, 0.0}
1. {10.0, 0.0, 0.0}
2. {10.0, 10.0, 0.0}
{0.0, 10.0, 0.0} V]
{0.0, 0.0, 0.0}
{10.0, 0.0, 0.0}
{10.0, 10.0, 0.0} x

Figura (29): Andlisis de curvas NURBS periddicas

Nétese que en la curva periddica los cuatro puntos de control se convierten en siete (4 +
grado), mientras que la curva anclada emplea soélo cuatro puntos de control. El vector nodal de
la curva periédica contiene so6lo nodos simples, mientras que los nodos inicial y final de la
curva anclada tienen multiplicidad completa.

Aqui se muestran algunos ejemplos de curvas de grado 2. Como puede deducirse, el numero
de puntos de control y los nodos de las curvas periédicas cambian cuando el grado cambia.
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{0.0, 0.0, 0.0}
fi0.0, 0.0, 0.0}
{lo.0, 10.0, 0.0} X
{o.0, 10.0, 0.0}

{0.0, 0.0, 0.0}
{10.0, 0.0, 0.0}

{10.0, 10.0, 0.0}

{0.0, 10.0, 0.0}

{0.0, 0.0, 0.0}

{10.0, 0.0, 0.0} o

Figura (30): Analisis de curvas NURBS de grado 2

Potencia

La potencia de los puntos de control en una curva NURBS uniforme es 1, pero este numero
puede variar en las curvas NURBS racionales. El siguiente ejemplo nos muestra como
modificar interactivamente el peso de los puntos de control en Grasshopper.

Figura (31): Analisis de potencias en curvas NURBS

Superficies NURBS

Podemos pensar en las superficies NURBS como en una malla de curvas NURBS en dos
direcciones. La forma de una superficie NURBS esta definida por el nimero de puntos de
control y el grado de la superficie en cada una de las dos direcciones (u- y v-).
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Figura (31): Dominio de una superficie NURBS

Las superficies NURBS pueden ser recortadas (frimmed) o no recortadas (untrimmed). Las
superficies recortadas utilizan otra superficie NURBS subyacente y curvas cerradas para
recortar la forma especifica en dicha superficie. Cada superficie tiene una curva cerrada que
define el borde exterior y curvas interiores que no se intersecan para definir agujeros. Una
superficie con el borde exterior igual que el de su superficie NURBS subyacente y sin agujeros
es lo que se denomina superficie no recortada.

Figura (32): Superficie NURBS recortada

La superficie de la izquierda es no recortada. La superficie de la derecha es la misma pero
recortada con un agujero eliptico. Notese que la estructura NURBS de la superficie no cambia
con el recorte.

Caracteristicas de las superficies NURBS

Las caracteristicas de las superficies NURBS son muy similares a las de las curvas NURBS
excepto en que tienen una direccién adicional. Las superficies NURBS contienen la siguiente
informacion:

e Dimensiodn, tipicamente 3.

e Grado en las direcciones u y v: (algunas veces se utiliza el “orden” que es el grado + 1)
e Puntos de control en las direcciones u y v.

e Vector nodal (familia de numeros 2D).

e Especificacion de si la superficie es racional.

Como con las curvas NURBS, es muy poco probable que necesite saber los detalles de cémo
crear una superficie NURBS ya que su modelador de 3D probablemente tenga buenas
herramientas para ayudarle. Siempre se pueden reconstruir las superficies (y curvas) a un
nuevo grado y nimero de puntos de control. Ademas, la superficie puede ser abierta, cerrada
o periddica. Aqui se muestran diversos ejemplos con diferentes grados, nimero de puntos de
control y si son abiertas o periédicas:
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Superficie de grado 1 en ambas direcciones uy
v. Todos los puntos de control se encuentran en
la superficie.

Superficie abierta de grado 3 en la direccion u'y
grado 1 en la direccién v.

Notese como las esquinas de la superficie
coinciden con los puntos de control.

Superficie cerrada no periodica de grado 3 en la s
direccion u'y grado 1 en la direccion v. o .

Nétese cédmo existen puntos de control que
coinciden con la junta de la superficie.

Al mover los puntos de control de una superficie ey -y
cerrada no periédica se crea un pico y la o e
superficie deja de ser suave.
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Superficie periddica de grado 3 en la direcciéon u i
y grado 1 en la direccion v. o

Nétese que los puntos de control de la
superficie no coinciden con la junta.

El movimiento de los puntos de control de una
superficie periddica no afecta a su suavidad ni
produce picos.

Polisuperficies

Una polisuperficie esta formada por dos o mas superficies NURBS (posiblemente recortadas)
unidas entre ellas. Cada superficie tiene su propia parametrizacién y direcciones u- y v-, que
no tienen por qué coincidir. Las polisuperficies y superficies recortadas se representan
utilizando lo que se denomina boundary representation (representacion de bordes), abreviado
brep. Basicamente describe las superficies, aristas y geometria de los vértices con datos de
los recortes y relaciones entre las diferentes partes. Por ejemplo, una brep describe cada cara,
las aristas que la rodean y recortes, direccion normal relativa a la superficie, relaciones con las
caras adyacentes, etc. Las breps pueden denominarse también sélidos cuando son cerrados o
no tienen ninguna abertura.

En el caso de la siguiente caja, esta compuesta por 6 superficies no recortadas unidas entre

Figura (33): Las polisuperficies estan formadas por superficies NURBS unidas entre si

Muchas polisuperficies estan formadas por superficies recortadas unidas entre si. Las caras
superior en inferior del siguiente cilindro estan recortadas a partir de superficies planas.
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S8

Figura (34): Las caras de una polisuperficie pueden ser superficies NURBS recortadas

Ya vimos que la edicién de curvas y superficies NURBS es muy intuitiva y puede realizarse
interactivamente moviendo puntos de control. Pero editar polisuperficies y mantener unidas las
aristas de las diferentes caras no es tan intuitivo. Existen multitud de herramientas en los
modeladores 3D NURBS para editar y deformar polisuperficies directamente, pero también es
muy comun descomponer una polisuperficie en sus superficies originales, editarlas y después
volver a unirlas. En este proceso, el usuario debe mantener la alineacién correcta de las
aristas respecto a la tolerancia para que se unan correctamente.

Ejemplo
Muestre los pasos para crear un agujero circular en una caja.

Comience con una caja y un circulo que
marque la situacion y el diametro del agujero.

Proyecte el circulo sobre la caja.
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Utilice la proyeccion de los circulos para

recortar las caras superior e inferior de la caja.

Utilice la proyeccion de los circulos para crear
una superficie entre ellos.

Una las superficies recortadas y la pared del
agujero todo junto.
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